






U RJESAVAnJU DE6EftERIRAnIH TRANSPORTlIIH PROBLEM
Transportni prqblemi linearnog programiranja ~esto imaju degenerirano baz icno
rje senje , U radu su prikazani razli~iti pristupi u rje sav anju degeneriranih bazi-
cnih rjesenja ktasrcnog transprotnog problema linearnog programiranja 5 ograni-
cenim propusnim sposobnostima (2-TPc problem). 5 posebnim osvrtom na predno-
sti primjene General Alt erna tin g Pa th algoritma (GAP-algoritam) u izboru varija
ble koja ornogucuje skok na novo nedegenerirano baz icno rjesenje -
Transportni problem; degeneracija; GAP-algoritam
1.0. TRANSPORTNI PROBLEM LlNEARNOG PROGRAMIRANJA
S OGRANICENIM PROPUSNIM SPOSOBNOSTIMA
Jedan od odlutujuCih tinilaca za izbor tipa transportnog sredstva za neku relaci-
ju upravo su karakteristike tih relacija (usponi. padovi, zavoji. nosivosti ... ) .Ovo
se odrafava kroz tzv. "propusne sposobnosti" relacija. Stoga je za rje!:avanje
transportnih problema opravdano koristiti transprotni problem linearnog proqrami
ranja 5 ogranitenim propusnim sposobnostima koji se matematitki notira kao (4):-
i E I = (1,2 ••••• m)
j EJ = (1.2 ••••• n).
koji minimalizira funkciju
L(X) v u.n E I x J, ( 1)
uz ogranitenja
L x .. a. ViE I.
j I, I





o < x .. < d..• V (i.J') E I x J;
- IJ - IJ (4)
gdje je
m - broj ishodiUa.
n - bro] odrediUa.
x.. - kolitina tereta koja ce se prema programu prevoziti na relaciji i .• j.
c.'! - troskovi prijevoza tereta na relaeiji i+ j.
a~J - kapacitet i-tog ishodilta.
bl. - potrebe j-tog odredilta.
d.~ - propusna sposobnost relacije i + [,I,
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testa pojava prilikom rjehvanja ovog problema je degeneracija. Degenerirano ba-
zi~no rje~enje javlja se u slucajevlma kada je broj relacija i-+j s vellcinom prijevo-
za Xi," 0< xij<dr, manji od m+n-1.Tom prilikom dolazi do iteracija s nultim kora -
kom funkcija c~ja se ne mijenja), odnosno do odredenog krulenja, dok se ne pr~
nade relacija koja ce baz icno rjesenje svesti na jedinstveno drvo i omoqucltl skok
na bazicno rjesertje koje ce smanjiti vrijednost funkcije cilja (ako postignuto rje~~
nje vec nije optimalno).
Da bi se degenerirani transportni problemi rije!:ili, koriste se razli~ite metode. U
vec tradicionalni pristup spada c -pristup, te rjesavanle pomocnih problema izve -
denih iz degeneriranih baz icnih rje!:enja, a pomocu principa dozvoljenih smjerova.
Ovi pristupi zahtijevaju modificiranje originalnog problema vec prilikom njegova ~
stavljanja, odnosno u toku rjesavanja ,
Noviji pristup rjesavanju degeneriranih problema polazi od svojstva transportnog
problema da njegova baz icna rjesenja u grafi~kom smislu predstavljaju jedinstve-
no drvo. Posebnimpostupkom, tzv. GAP-algoritmom (The Generalized Alternating
Path Algorithm), izabire se za povezivanje ona grana koja eliminira problem deqe-
neracije i krulenja.
Problem (1) - (4) ima rje~enje (4) ako je ispunjen uvjet ravnotefe
1:a. = 1: b.,








b. < 1: 1: d .. V I'CI, J'eJ,
1- ie I' jcJ\J' II
(6)
iIi uvjet (7)1: min (ai' 1:, d..) > 1: ,b. V J'eJ.
i j e J II - j e J I
Ovo rje~enje je nedegenerirano ako bazicne varijable ne poprimaju grani~ne vrije-
dnosti, tj. 0 < Xij < dij' (i,j) e B (B-skup relacija (1,j)' koje ~ine bazu rje~enja). Pr~
matrajucl dualni oblik problema (1) - (4)·
naci skup V ={ui' vi' Wij} , i c I, j c J, n.n e IxJ,
koji ce maksimalizirati funkciju
L(V) l: a. u. + 1:b. v . - 1: c .. w ..
i I I j I Ii, j II II
(8)
uz oqranicenja
u. + v . - w .. < c.. V (i,j) £ IxJ,
I ) 1)- I)
w .. >0 V (i,j) £1 X J,
I) - 1
rjesenje je nedegenerirano ako su nebazicne komponente koplana prijevoza
razli~ite od nule. Pri tom je
6= ATy-c, y=[u,vJ,
a komponente pseudoplana glase:
[
0 za 6 .. < 0
I)
dij za 6 i( 0,
o < . . < d.. za 6.. = O.
- I) - I) I)
-;----;;;--...,,-----;--;--
1 - Kop lan pi-i ieooza predstavlja skup brojeva = {6ij, i £ I, j £ J}, takvih cia







u.n rJ B, (12 )
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[ K. = a. -
(Li) B II II,J C i









Bazitno rjdenje originalnog problema je optimalno ako ocjene relacija, tzv. relati-
vni troskovl , glase:
t < 0, x.. 0IIs : > 0, x.. d.. , n.nzs. ( 13)II - II II= 0, o < Xij { dij
flij = ui + Vj - cij' (i,j) I: B,.
ui + Vj = cij' (i,j) c B.
U optimalnom slucalu, gledajuci dualni oblik problema,
plana prijevoza zadovoljavaju uvjete (12).
( 14)
bazlcne komponente ko-
2.0. TRADICIONALNE METODERJE~AVANJA DEGENERIRANIH
TRANSPORTNIH PROBLEMA
Karakteristika ovih metoda je da se ne rje!avaju originalni problemi, vec se pri-
stupa odredenim modifikacijama. Tako se problem mole vec u samompocetku rje-
!avanja modificirati kroz vektor ogranitenja. Pri tome se svakom lsbodlsnom kapa
citetu dodaje dovoljno mali broj £ (2) : -
a'i = ai + e , Vi c l , 0 ~c~ £0' Co ~ (112m)
radi uvjeta (5)
b' = b + c m.n n
(15 )
( 16)
Ovako modificirani problem rjesava se klasitnim metodama,a takoder i njihovim
modifikacijama, namijenjenim za rje!avanje "kvazidegeneriranih" problema. Dobive
no optimalno rje!enje korigira se za velitinu c.
Drugi pristup odnosi se na rjebvanje pcmocnlh, izvedenih problema, koji se for-
miraju pomocu parametara dobivenih u nekoj iteraciji rjebvanja problema kada je
nastupila degeneracija. Koristi se princip dozvoljenih smjerova2.
Kada je rjdenje problema (1) - (II) degenerirano, tada postoje komponente baze
koje poprimaju krititne vrijednosti (Xij = 0 ili dij)' Stoga je kod provjere optimal
nosti rje!enja nufno da i bazlcne i nebazlcne komponente relativnih troskova udo
voljavaju relacijama ( 13 ). Ove dvije skupine uvjeta (za bazicne i nebazicne kom
ponente) objedinjava slijedeci pomocni problem (2): -
naci skup {Pij' qij}, (i,j) c IxJ,
koji minimalizira funkciju
!: f .. p .. + !: g .. q ..
(i,j)cB' N U B'p II II (i,j) c By U B'p II II
irati se vektor 1 = {lij,icI, jcJ,} za koji 6e rjesenje pom06nog problema
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uz ogranitenja
Ui + Vj - Cij
ui + Vj - Cij
ui + Vj - Cij
ui + Vj - Cij
ui + Vj - Cij
u. + v. - c..
I ) I)
p.. >0 (i.)') £ B'N
I) -
q.. >0 (i.)') £ B'yI, -
. gdje je
Bp = {(i.j) £B 0< Xij <dij}.
BN = { u.n £ B Xij = 0 } •
BU = { n.n £ B Xij = dij}.
Dualni oblik Ovog pomotnog
ra za zadatak (1) - II):
oaci skup 0ij}' ic I.
koji minimalizira funkciju
L(1..) = r c.. 1..
IJ I,j IJ I,
uZ ogranitenja
r 1.. = O. r 1.. 0







+ qij = 0 O.U c B'p'
~ 0 O.j)£ B'N'




B'p = {o.n t B. O<Xi(dij},
B'N = {o.n f/ B, Xij = a},
B'V-W,j) t B, Xij = dij}.




0< 1.. < f... 0,n £ B'N'- 1,- IJ
gij~ 'i~ O. u.n £: B'V'
-g.. < 1.. < f.. , 0, j) c B'p'
IJ - I, - IJ
1.. > O. 0.n £: B'N'IJ -
1.. <0. n.n c B'V'
IJ -
Rjelavanje ovog problema dualnom metodom daje informaciju 0 koeficijentima p .. ,
q ..• odnosno 'i" Rje~enje . je optimalno kada su vrijednosti Pij=QWO. Tada IJkol!!.
p:/nente novog 'rje~enja glase xnovo = x + 0 ° 10, gdje je 00 - kollclna !oja se sell,
a ,0 - optimalne vrijednosti vektora 1. 0 ° > ° pa dolazi do skoka na novu iteraciju
tije bazifno rje~enje dovodi do snifenja vrijednosti funkcije za 00 .1:. Cij lOij,all
pri tome testo treba ispitati sve cikluse koje je moquce formirati (p6" svako] ne-






Isti princip mole se primijeniti i za rjdavanje dualnog problema, s time da se ~
motni problem izvodi pomocu koplana prijevoza, povezujuci retacije (12) za bazit-
ne i nebazilne varijable.
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3.0. GAP-ALGORITAM
GAP-algoritam zasniva se na konstrukciji specifitnih baza, tzv. GAP-baza. U gra
fitkom smislu bazitno rje~enje transportnog problema 5 ogranitenim propusnim -
sposobnostima (drvo 5 korijenom) predstavlja GAP-bazu ako je (1):
1) tvor-korijen ishodlsnl tvor,
2) sve pozitivne veze (i +j) imaju tok x .. > 0,
3) sve negativne veze (j + i) imaju tok ,l!, < d ...I, I,
Ovo je lderrtlcno tinjenici da u GAP-bazi svi parni lukovi imaju tok x .. >0, a svi
neparni tok x .. -c d .. , ili obratno (~to se vidi iz Slike 1). Odnosno, je~ni su to-
lerantni na p~teca~je, a drugi na smanjenje toka do krititnih vrijednosti (0 ili
d .. ). Znatajno svojstvo GAP-baze je da ako postoji optimalno rjdenje problema,
oA{ja ono ima strukturu GAP-baze.
Slika 1.
Konstrukcija GAP-baze sastoji se od nekoliko koraka (2):
1) Iz promatranja se odstranjuju svl lukovl s tokovlma na donjoj ill gornjoj
granicl:
A' = {(i,j) £lxJ : 0 < Xlj <dij}' (26)
Za nedegenerirano rje~enje A=B. Kod degeneriranog rjdenja graf G=(I',J',A') ko-
ji korespondira skupu A' raspada se na odvojena stabla
r
G,(1'" J',;A',)CG (I',J';A'). I: G, = 0, 1 = 1,2, •.. ,r (27)
1=1
izolirane tvorove 0 = {js}' s = 1,2, •.• ,p;
2) Za svako drvo odredi se jedan izvorilnl tvor i', c 1', kao korijen,
K - {.1 .1 I'} 1 1 2 }- 1,,1,£ l' = " .•• ,r;
3) Izolirani odredi~ni tvorovi spajaju se s nekim od stabala lukom 5 tokom na
donjoj granici i dodjeljuje mu se pozitivna orijentacija (1+ j):
(.1 .) .1 I" 1. 1.1,"5 :1,£" 's£o,xj1's=dj1's s=1,2, .•. ,p;
(28)
(29)
4) Odvojena stabla medusobno se spajaju u jedinstveno drvo lukom 5 nultim
tokom od korijena jednog stabla do odredi~nog cvora dru~og stabla, tj. izabire
se luk
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( . .1 ). ,. I 1 .11" I 1" : 11, E J1 ' 11" c 1'" x il" 11'
s negativnom orijentacijom 0" i).
Ovim postupkom dobivena je struktura drva koja udovoljava svim zahtjevima GAP-
baze. Provodecl zamjenu vektora (Iukova) na ovako oformljenoj bazi, postife se
nedegenerirano rje~enje. Oa bi se opisana procedura mogla provesti, potrebno je
da uz ranlje opisane uvjete za postojanje rje~enja (5) - (7). problem (1) - (4) z!
dovoljava i relacije
0, l' * 1" 1,2, .•.• r (30)
ai = 0,bj = 0,
4.0. OPRAVOANOST PRIMJENE GAP-ALGORITMA ZA
RJESAVANJE OEGENERIRANIH 2-TP PROBLEMAc
Vi c J,
V j c J.
(31)
Plethxh> suopisane metode rjebvanja degeneriranih transportnih problema - c-pr!..
stup, metoda trafenja optimalnih smjerova, GAP-algoritam. Pokazane su prednosti
i nedostaci ovih metoda u kcnstrukcl]! bazilnih rje~enja dvodimenzionalnih proble-
ma linearnog programiranja transportnog tipa s ogranilenim propusnim sposobnos-
tima te nalin konstrukcije jedinstvenog drveta bazilnog rje~enja prema GAP-algo-
ritmu u smislu izbjegavanja degeneracije i krulenja, odnosno brfeg pronalalenja
optimalnog smjera kod pojave degeneriranih bazilnih rje~nja. Ook se kod metode
tralenja optimalnog smjera, kod pojave degeneriranih bazilnih rjdenja 2-TP pr2.
blema, mora rije~iti nezgrapan program Iinearnog programiranja (da bi se os~9u -
rao skok na novu nedegeneriranu tocku) , kod GAP-algoritma to se postile primj!
nom specifilnih i strolih pravila u odnosu na promjenu bazilnog rje~enja MODI~
todom, a odnose se na izgradnju jedinstvenog drveta bazilnog rje~ei1ja i izbor I!.
laznog luka.
Zapis problema tralenja optimalnog smjera za degenerirano bazicnc rje~enje 2-TP
problema dano je izrazom (19) - (25). Ogranilenja (19). (24) i (25) odnose se n~
kolilinu koja ce izmijeniti komponente postojeceg bazilnog rje~enja. Ta se kolilina
u zatvorenom ciklusu (koraku izmjene bazllnog rje~enja kod MODI metode) nalzrnJ!
nilno dodaje, odnosno oduzima u sukcesivnom slijedu kako ne bi naru~i1a ravnote
lu sustava ogranilenja odnosno kapaciteta pojedinih lvorova. Promatrajucl matri[
ni zapis istog problema, suma velilina tih promjena po recima i stupcima mora b!..
ti o. Istovremeno se ova kolilina ne mole oduzeti na skupu lukova kojima je pri-
drulena kolilina x.. = 0 (na donjoj granici). tj. ne mole se dodati kolilini x.. sa-
turiranih lukova. II II
Kod GAP-algoritma bazilno rjesenje prikazuje se preko stabla s korijenom. U Sv!
koj grani stabla luk ima svoje tzv. prethodnike, kojima se zatvara put prema lv2.
ru-korijenu i nasljednike kojima se zatvara put do zadnjeg lvora u £Irani. Pri tom
se u svakoj grani sukcesivno izmjenjuju lukovi suprotnih orijentacija, odnosno su~
cesivno se izmjenjuju lshodtsnl i odredlsnl lvorovi (lvor-korijen je lshodl snl lvorl.
Kod koraka izmjene bazilnog rje~enja GAP-algoritma takoder se zatvara ciklus k2.
ji zadovoljava gornja ogranilenja - suma ukupnih promjena kotlclna na ciklusu je
nula, a ogranilenja 11"~ 0 za lukove kojima su pridrufene koliline Xi' = 0, odgo-
varaju vezama koje do~voljavaju povecanje toka (upper leeway links)~ dok ogra-
nicenja 1i' ~ 0 za lukove sa saturiranim tokom odgovaraju vezama koje dozvoljava
ju smanje~je toka (lower leeway links). Ovo je narocito vafno za nebaz icne vari-
jable prilikom povezivanja substabala degeneriranog bazilnog rjesen]a . Bazilne V!
rijable zadovoljavaju oba ova ogranilenja (double leeway links).
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Kod oba pristupa takoder su ispunjeni osnovni uvjeti nenegativnosti parametara
problema ai' i £I; bj' j £J i dij (i j) E IxJ.
U istom zapisu dalje slijede tzv. normirajuc! uvjeti:
lij: fi/·, (i,j) dU,j) : "u = O} koji dopunjuje zahtjev GAP-baze za vezama koje
dozvo javaju povecanje toka i
1.. < -g .., (i, j) d (i,j) :x.. = d.J koje dopunjuje uvjet GAP-baze za vezama koje
dl
J- I' II. .. k IJ~I .If 1 f ( .. ) ( .. ) 0 odozvo Jav8Ju smanjenje to a. -vvJet -g .. < .• < •• , I, I c I, I : < x .. < d ..} go-
k k . ik bazlcnlh .. til'-~p- II bl koi d r II . 11 ecvara ara tertst ama aZI m varna I c pro ema Ole ozvo javaju I pov a-
nje i smanjenje toka do krajnjih granica. Sve ovo zaokrufuje se u uvjet za posto-
janje GAP-baze, a to je da sve (i -+ j) 3 veze dozvoljavaju smanjenje veli~ine toka,
a sve (j -+ i) veze povecavan]e velic'!ine toka, ~to omoqucuje sukcesivnu izmjenu ko
litina u ciklusu formiranom za izmjenu baze. -
RjelavajuCi problem (19) - (25), iIi je pronaden optimalan program (p ..=q.. = 0),
iii luk, odnosno bazicna komponenta koPn t':ese omoqucit! skok na novo Ibed~nerira-
no bazitno rje~enje. To su komponente vektora 10. Supstitucijom




G:j) e BNUBp' p .. > 0, x .. > 0 (32)II - IJ-
(fJ) E BVUBp' qij ~ 0, xij: dij; (33)
na originalan problem. Sada je moquce provjeriti podudarnost
1) ••• Ie i_inn Ishodilni~, tada to znati da u nekoj grani nedostaje
luk nasljednik (j +0 orijentacije (sllka 2). Lukovi negativne orijentacije, prema
pravilima GAP-algoritma, trebaju dozvoljavati povetanje velicine toka na njima.
Stoga prilikom prevodenja degeneriranog u nedegenerirani problem, izolirani is-
hodi~ni tvor treba povezati lukom s O-tokom i orijentirati ga od odredlsta prema
lshodtstu, Luku, koji je uveden, treba dodijeliti odredenu kolicinu toka 0 < 1.. =
= d .. - x... Kolitinu 1.. treba dodati Ilsvim
~ ~ ~
tokovima na lukovima (j + 0 orijentacije.
Lukovima (i+ j) orijentacije treba oduze-
ti kolitinu 0: lij: - Xij' Dodavanje odn~
sno oduzimanje vr~i se sukcesivno i da se
ne bi desilo da neka od varijabli bazi~nog
rje~enja bude ne!)ativna, moraju biti lspu-
njeni uvjeti (32) i (33) time se ne naru~a
vaju gornje i donje granice velitina bazi--
tnih lukova. To se upravo i postife kada
je pronaden optimalni smjer, iz te')a pro-
izlazi da se na izbor luka, koji ce omO!:)u-
{:iti skok na nedegenerirano bazitno rjese-
nje, mogu primijeniti pravila izbora ulaz-
n09 i iz laz noq luka na nacin kako je to




;3-(i-+jJ - oznaka za poe itivno ot-iientiranu vezu, nepami Luk, koji"ol'Q biti 08-
jetljiv na 8manjivanje velicine toka.
(j.i) - oznaka za negativno ol'ijentiranu vezu, pami luk, koji mora biti osje-
tljiv na povecavanje velicine taka.
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2) 80 je izo1inmi bftw odredilni t:vor. tada u nekoj 9rani bazi~nog rje~enja n~
dostaje luk (i -+ j) orijentacije (slika 3). Luk s takvom orijentacijom mora biti osje-
tljiv na smanjenje veliline toka. Stoga na
njemu treba oduzeti neku vellclnu toka, pa
ce se za povezivanje izabrati ne luk s 0-
tokom vec nebaz lcni luk sa saturiranim to
kom. Na taj ce se nacln moci izgraditi ci=-
klus izmjene bazi~nog rjesenja u kojem ce
se naizmjenilno nizati lukovi osjeUjivl na
smanjenje i lukovi osjetljivi na povecanje
toka. Prema tome, lukovima s pozitivnom
orijentacijom treba oduzeti kollclnu -gl" <
1 I k
. . .J -
< .. < 0, a u ovrrna s negatlvnom oruen- IJ - -
tacijom dodati kollcinu 0 ~ 1ij = dij -Xij'
Pri tom je zadovoljen uvjet nenarus avanja
gornjih odnosno donjih ograda velicine
tokova na lukovima i pronaden optimalan
smjer, a to ukazuje da su na izbor luka
koji ce ornoguclti prijelaz s degeneriranog
na nedegenerirano bazilno rjdenje prl -







Problem degeneracije kod transportnih problema linearnog proqramlranja zahtljeva
posebnu pafnju jer je ona lesta pojava kod ove grupe problema, a ~esto dovodi
i do niza iteracija koje ne predstavljaju kvalitativni skok do optimalnog rje~enja.
Postoji vile pristupa za otklanjanje de!)eneracije. Uglavnom se svode na modifika-
ciju poletnog problema i rjelavanje pomocnlh problema, ~to sve dovodi do veceg
broja proracuna , a u shrcaju rjdavanja problema elektronilkim racunalom i do po-
vecanja velicine kapaciteta potrebne memorije. Sve to znatno usporuje proces rje-
lavanja problema.
GAP-algoritam omoqucuje otklanjanje degeneracije "u hodu", bez potrebe vracanja
na pocetno bazlcno rje~enje i njegovu modifikaciju. Dodavanjem potprograma za
strukturiranje GAP-baze kod degeneriranih bazilnih rje~enja u set programa za
rjesavanje transportnog problema s ogranilenim propusnim sposobnostima, omogu-
cuje se nastavak rjebvanja problema od onog koraka na kome je degeneracija na-
stupila. Nije potrebno vracanje na pocetno baz icno rje~enje, kao ni modifikacija
problema na originalni oblik nakon postignutog optimalnoq rje~enja. Usporedba
principa izgradnje jedinstvenog drveta bazilnog rjdenja transpor tnog problema
linearnog programiranja s ogranilenim propusnim sposobnostima s metodom trafe-
nja optlmatnoq smjera, pokazala je sve prednosti primjene GAP-algoritma:
- jednostavnost postupka,
- kratkocu postupka,
- izbjegavanje krufenja i "nultih'' iteracija.
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Du!ak V. The advantages of the implementation of the GAP-algorithm to
degenerated transportation problems
SUMMARY
Transportation problems of linear programming often have a degenerated basis
solution. It provides the circulation and the decomposiotion of the basic spanning
tree. The GAP-algorithm establishes the unique basic tree in the way zero-steps
are avoided when the· basis solution is degenerated.Also it isn't necesary to come
back to begining of the procedure, or the modification of the original problem.
The comparation of principles of the construction the unique basic tree and
crossing ower to the new nondegenerated basis solution of the 2-TPc problem,
to method for searching· the optimal direction of a degenerated basis solution,
reprezents all the advantages of implementation the GAP-aluorithl!l: the simplicity
and the efficiency of the algorithm, and the avoidance of zero-steps.
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